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ルベーグ・ヒルベルト空間の

不変部分空間について（１)

山 本 隆 範

第１章 序 文

＝｛z∈ ： z＜1｝， ＝｛z∈ ： z＝1｝， 上の正規化されたLebesgue測度をm，円板環

をA とする。ただし， は複素数の全体を表す。

上の正規化されたLebesgue測度をm，２重円板環をA とする。

A の L ノルム閉包をH で表し，これはHardy空間と呼ばれる。また，H ∩L

をH で表す。

同様にA の L ノルム閉包をH で表し，また，H ∩L をH で表す。

更に，

A ＝｛f∈A ： fdm＝0｝，

A ＝｛f∈A ： fdm＝0｝

と定める。

解析学における多くの問題は，あるHilbert空間上のある作用素の不変部分空間を分類するこ

とと関連している。
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1949年にBeurling［２］が，Hilbert空間H 上の『f z → zf z 』という作用素の不変部

分空間を記述して以来，Lax，Helson，Lowdenslager，Halmos達の研究があり，1978年にBrown

［３］が，Hilbert空間上のサブ正規作用素は，非自明な不変部分空間をもつことを示した。（cf.［12,

p.225］）

第２章 L の不変部分空間と内外因数分解

L の閉部分空間M が，A M⊂M を満たすときM を L の不変部分空間という。こ

のようなM について，更に，A M の L ノルム閉包がM と異なるとき，M を L の単純

不変部分空間といい，そうでないとき二重不変部分空間という。この章では，L の元 uが

u－1dm＝0を満たすとき uをユニモジュラー関数という。

定理１ (Beurling）（［5, -6.2］，［8, -3.4］，［19,p.82］，［26,Theorem 3.9］，［29,5.3.1］）

次の（i）と（ii）は同値である。

(i) M は L の単純不変部分空間。

(ii) ユニモジュラー関数 uが存在してM＝uH

i.e. M はBeurling部分空間。
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定理２ (Beurling）（［5, -6.3］，［13,p.99］，［19,p.82］，［26,Corollary 3.11］，［29,5.3.2］）

次の（i）と（ii）は同値である。

(i) M はH の零でない不変部分空間。

(ii) 内関数 qが存在し，M＝qH 。

定理３ (Wiener）（［5, -6.4］，［8, -3.3］，［19,p.81］，［26,Theorem 3.6］）

次の（i）と（ii）は同値である。

(i) M は L の二重不変部分空間。

(ii) の可測集合 E が存在してM＝χL 。

i.e. M はWiener部分空間。但し，χ は集合 E の特性関数を表す。

定理４ (内外因数分解）（［8, -1.11］，［11,Theorem 11］，［13,p.67］，［19,p.76］，［22, -3.

32］，［29,5.3.5］，［31,2.8.3］）

次の（i）と（ii）は同値である。

(i) f∈H が恒等的に零でない。

(ii) 内関数 qと外関数 hが存在して，f＝qhかつ h∈H 。

証明［11,p.83］ (ii）⇒（i）は明らかだから，（i）⇒（ii）を示せばよい。

f∈H ，f≠0とする。関数達：

f z ，zf z ，z f z ，……，z f z ，……

の生成する L の閉部分空間M はH に含まれるから，M はWiener部分空間ではな

い。

定理１と定理３より，M はBeurling部分空間である。

i.e. ユニモジュラー関数 uが存在して，M ＝uH ，u∈M だから，uは内関数である。

よって， f＞0である。f∈M だから，f∈uH ，ゆえに，h∈H が存在して，f＝uh。

このとき，

M ＝M ＝u・M ＝H

だから，hは外関数である。 ■

第３章 L の不変部分空間

kと lが整数を表すとき，２変数 z，wの関数達：

z w，（l≧1かつ kは任意，または l＝0かつ k≧0)

の１次結合全体の一様ノルム閉包をA で表す。

更に，一般に，正の整数 nに対し，関数達：

z w，（l≧nかつ kは任意，または0≦l≦n－1かつ k≧0)

の１次結合全体の一様ノルム閉包をA で表す。

このとき，A は２重円板環A のスーパー環であり，

ルベーグ・ヒルベルト空間の不変部分空間について（１）（山本隆範)
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A A …… かつ ∩A ＝A ＝A

が成り立つ。従って，スーパー環A を調べることにより，その極限としてのA をより良く理

解できることが期待される。このとき第２章と同様に，L の不変部分空間，単純不変部分空

間，二重不変部分空間を定義する。この章では L の元 uが u－1dm＝0を満たすとき

uをユニモジュラー関数という。

定理５ (［4,Corollary 2.2］）

次の（i）と（ii）は同値である。

(i) M は L の二重不変部分空間である。

(ii) の可測集合 E，E と，L のユニモジュラー関数 qが存在して，

M＝χ qH ⊕χ L 。

ただし，H は関数達：

z w（l≧0かつ kは任意）

の１次結合全体の L ノルム閉包を表す。
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［・］で L ノルム閉包を表すことにする。

このとき，L の不変部分空間M に対し，

M ＝［∪z M］，M ＝［∩z M］

と定める。ただし，zは zの共役複素数を表す。

明らかに，M ⊂M⊂M であり，M とM は，L の二重不変部分空間である。

定理６ (［4,Proposition 2.4］）

M は L の単純不変部分空間とする。

このとき，L のユニモジュラー関数 q，q が存在して

M ＝qH ，M ＝qH 。

例７ 特にM＝H のときは，q z，w＝1，q z，w＝w ととれる。

定理８ (［4,Theorem 3.2］）

M は L のA に対する単純不変部分空間とする。

このとき２変数のユニモジュラー関数 q z，wと，N ＝H かつ，N ＝wH がある l，1≦l≦

nに対して成り立つような単純不変部分空間Nが存在して，M＝q z，w N。

更に，１変数のユニモジュラー関数 q z が存在して，

M∩q z，ww H ＝q z，ww q z H 。

例９ 特に n＝1のときは，l＝1であるから，

N＝N∩H ＝q z H 。従って，

M＝q z，w N＝q z，w q z H 。

問題10 第２章の定理４とその証明から，１変数関数空間 L の不変部分空間の性質を用い

て，内外因数分解を証明できることがわかる。２変数関数空間 L の不変部分空間の性質を調
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べ，因数分解型の定理を求めることが，今後の問題として残っている。例えば，1988年にMandre-

kar［20］は，M がBeurling型，i.e.，H の内関数 q z，wが存在してM＝q z，wH と

なるようなM の注目すべき条件を求めた。
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